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O nadprirodzenej korytnacke, magickych
Stvorcoch a kockach

Ingrid Semanisinova a Marian Trenkler

Abstract: Magic squares belong to the oldest mathematical amusements. A ma-
gic square is a square array of integers in which the numbers in rows, columns,
and diagonals have the same sums respectively. Its natural generalization yields
to a magic cube. Magic squares have played various roles in the mathematics
classroom: as a motivational device, as a problem-solving venture, and as an
alternative way to review content. Magic squares can be used to formulate inte-
resting problems which can be solved in terms of computers therefore they are
a good device for introducing computers to children. In this paper we formu-
late several problems related to magic squares and cubes and establish a simple
algorithm for their constructions.

Mnohi Ziaci, Studenti, ich rodic¢ia ale dokonca aj niektori ucitelia matema-
tiky maja predstavu, Ze matematika je izolovana veda, ktora suvisi s vecami
okolo néas len okrajovo a predstavuje iba komplikované a otravné vypocty,
ktoré moze pochopit a zvladnut len tizka skupina vyvolenych. Zmenit tato
atmosféru moézeme vhodnou motivaciou ziakov, poukazovanim na prepoje-
nie rozvoja matematiky s historicky a kultirnym rozvojom Tudstva, pouka-
zovanim na aplikacie v readlnom zivote, ale aj vhodnym budovanim mate-
matickych poznatkov a nielen prezentaciou hotovych vysledkov. Vhodnou
témou na ukazku takéhoto pristupu st magické stvorce a magické kocky.
Tato téma moze byt prezentovana na réznych Grovniach a da sa ocakavat,
ze bude dobre prijata ziakmi vSetkych vekovych kategorii. Prifazlivost ma-
gickych stvorcov a kociek pre ziakov spociva v ich zrozumiteInosti. Aj menej
nadani ziaci maja Sancu ich pochopit, m6zu skimat ich vlastnosti a skusit
objavit nieco nové, modzu sa zahrat na badatela.

Tento prispevok obsahuje postupnost tloh, doplnent historickymi poz-
namkami. Prostrednictvom nich sa Ziaci oboznadmia s pojmami magicky
Stvorec a magicka kocka. Myslime si, ze rieSenie tychto tloh poméze zia-
kom porozumiet tvorbe matematickych myslienok a definicii, mézu o nich
diskutovat, mo6zu formulovat rézne hypotézy a snazit sa ich dokazovat. Ucia
sa komunikovat a rozmyslat matematicky, ucia sa formulovat a riesit mate-
matické problémy.



1. O povode magickych stvorcov

Pred viac ako 4000 rokmi vznikla v Cine legenda o rieke Lo, ktora bola
uvedena v knihe Yih King a do dnesSnych dni sa zachovala ako Lo Shu (Kniha
o rieke Lo).

Toto je pribeh Lo Shu: Vstarej Cine, v ére Yang Hui bola velkd povoden, ktorii
pripisovali boZiemu hnevu. Aby upokojili jeho hnev, tudia prindsali obetné dary
riecnemu bozikovi rozvodnenej rieky Lo. Ale ked priniesli obete ni¢ mimoriadne
sa nestalo. Z rieky vzdy vysla podivna korytnacka (obrazok 1) a presla okolo
obeti. BozZik obetu neprijal. AZ raz si malé dieta v§imlo zvldStnu kresbu na koryt-
nackinom pancieri. Ked si ju ludia pozorne prezreli uvedomili si Rolko obeti maju
priniest.

Uloha 1.
Pozorne si prezrite nadprirodzenu korytnac¢ku na obrazku 1. Viete kolko
obeti mali Tudia doniest?

Ak zatial neviete Gillohu vyriesit, tak pokracujte v ¢itani a k rieSeniu sa
mozete vratit neskor.

V literature sa stretdvame aj s inou legendou o nadprirodzenej korytnac-
ke: Cinsky cisdr Yu-Hung sa chodieval prechdadzat okolo rieky Huang -He (Zlta
rieka), kde hladal pokoj svojej duse. Pri jednej takejto prechadzke vysla z rieky
podivuhodnd korytnacka s bodkami na pancieri. Takuto Rorytnacku casto vida-
val na nocnej oblohe, ale bodky si nikdy nevsimol. Tato udalost ho tak vzrusila,
zZe domov odchadzal znepokojenyj, lebo nevedel, ¢o bodRy znamenajit a aky odkaz
mu bozZstvo posiela.

2. Definicia

Skoér ako uvedieme definiciu magického §tvorca pokuste sa vyriesit na-
sledujicu Glohu.



Uloha 2:

Po smrti lorda Nortona prisiel notar, aby oboznamil vdovu a ich troch
synov s lordovou poslednou vélou, ktora znela takto: ,, Tento kastiel spolu so
vSetkym, ¢o v 11om je odkazujem svojej manZelke. Vsetky maoje peniaze st uloZené
v rodinnom trezore a odkazujem ich tomu synovi, Rtory trezor otvori v najkrat-
Som case. AR sa to Ziadnemu synovi nepodari za tyzden, tak peniaze pripadnii
maojej manzelke.“ Notar odviedol synov k trezoru (obrazok 2), ktory bol za-
mknuty kombinac¢nou zamkou a otvaral sa spravnym nastavenim deviatich
koliesok s deviatimi ¢islami (od 1 do 9) na kazdom koliesku. Potom pokraco-
val v ¢itani: ,, Kod na trezore sa nastavuje otacanim deviatich koliesok s ¢islami
od 1 do 9. Na Rolieskach je potrebné nastavit navzdjom rozne ¢isla tak, aby sicet
trojice ¢isel v kazdom riadku, stlpci aj na diagondle bol rovnaky.“ Ako by ste
postupovali, keby ste vy boli jednym z potencionalnych dedic¢ov?

Obr. 2

Riesenie. Lordovi synovia moézu postupovat tak, ze buda postupne skasat
moznosti pre rozmiestnenie ¢isel 1 az 9 a spoliehat sa na Stastie. VSetkych
moznosti je vsak 9-8-7-6- ... -2 . -1 = 362880, takze toto asi nebude naj-
vhodnejsi sposob.

Vieme, Ze sucet ¢isel v riadkoch, stipcoch a na diagonalach ma byt rov-
naky. Stcet vSetkych ¢isel od 1 do 9 je 45. Ak ma byt v kazdom riadku rovnaky
sudet, tak to musi byt ¢islo 45 : 3 = 15. Cislo 15 je teda konstanta, ktorej sa
ma rovnat stcet kazdej trojice ¢isel v riadku, stipci aj na diagonale.

Ak cislo 15 napiSeme ako sucet troch navzajom réznych prirodzenych
¢isel, tak musi nastat jedna z nasledujtcich moznosti:

1+9+5 2+9+4 3+8+4 4+6+5
1+8+6 2+8+5 3+7+5
2+7+6

V tychto suctoch sa ¢isla 1, 3, 7, 9 vyskytuja 2 krat, ¢isla 2, 4, 6, 8 sa
vyskytuja 3 krat, a len ¢islo 5 sa vyskytuje 4 krat. Ak si zoberieme tabulku
3% 3,



tak zistime, Ze ¢islo, zapisané v Tubovolnom rohu tabulky, sa nachadza
v troch trojiciach, ktorych stcet ma byt ¢islo 15 (stcet v riadku, v stipci a
na diagonale), ¢islo, zapisané v strede tabulky, sa nachadza v Styroch tro-
jiciach (stcet v riadku, v stipci a na obidvoch diagonalach) a ostatné ¢isla
sa vyskytuju prave v dvoch trojiciach, ktorych sticet ma byt ¢islo 15 (stucet
v riadku a v stipci).

Z predchadzajacich tivah vyplyva, ze ¢islo 5 musi byt v strede tabulky a
Cisla 2, 4, 6, 8 v rohoch tabulky. Z toho dostavame nasledujice moznosti:

21914 2|71|6 6|72 4192
71513 915|1 1{519 315(7
6|18 4138 8|13 |4 8|16
8116 8|13 |4 43|8 6118
315(7 1{5(9 915 |1 71513
4192 6|72 2|76 21914

Dostali sme 8 moznosti pre nastavenie kodu na trezore. V§imnite si, Ze vSetky
stvorce mo6zeme ziskat z prvého ak vyuzijeme to, Ze existuje prave 8 symetrii
$tvorca.! Tieto tabulky sa naz§vaju magické stvorce radu 3.

Definicia. Magicky $tvorec radu n je §tvorcova tabulka, ktora sa sklada z n> po-
licok, v ktorych s umiestnené ¢isla 1, 2 ,..., n? tak, Ze sucet ¢isel v kazdom
riadku, stipci a na oboch diagonéalach je rovnaky.
Sucet ¢isel v riadku (a teda aj v stipci a na oboch diagonalach) sa nazyva
magickeé ¢islo.

Z rieSenia ulohy 2 vyplyva, Ze magickym ¢islom magického §tvorca radu
3 je ¢islo 15 a to je aj pocet obeti, ktoré uspokojili bozika rieky Lo (pozri
uloha 1).

Priklady magickych stvorcov radu 4, 5, 6 st na obrazku 3.

3 116 9 |22] 15

16| 5 2 |13 20 8 | 21|14 | 2

5 10| 11| 8

9 6 712 7125113 1 |19

2 115121 1 24112 | 5 | 18| 6
11| 4 | 17| 10 | 23

ISymetria geometrického Gitvaru je zhodné zobrazenie, v ktorom sa sa Gtvar zobrazi na seba.



27129 | 2 4 | 13| 36
9 | 11|20 |22 | 31| 18
32 25| 7 3 |21 23
14 |16 | 34 | 30|12 | 5
28| 6 | 15|17 |26 | 19
1124|3335 | 8 |10

Obr. 3

Skuste porozmyslat nad nasledujucimi ilohami:
Uloha 2.1.

V magickych §tvorcoch radu 3, ktoré su zostrojené v tlohe 2, zmenSite
kazdé ¢islo o 5. Aké maju tieto Stvorce vlastnosti?

Uloha 2.2.
Existuje magicky stvorec radu 2?

Uloha 2.3.
Vedeli by ste tlohu 2 vyriesit, ak by lord Norton nechal synov hladat
magicky Stvorec radu 4?

Poznamka: V literatiire sa niekedy pojmom magicky Stvorec oznacuje aj
$tvorcova tabulka ¢isel, ktora spifia iné podmienky, napr.:

e nie je splnenad podmienka rovnakého suctu ¢isel na diagonalach, ale su
tam iné n-tice ¢isel, ktorych sucet je rovnaky,

e do tabulky st namiesto ¢isel 1, 2 , 3 ,..., n? vpisané TubovoIné ¢isla,
prvocdisla, ¢leny geometrickej postupnosti a pod.,

¢ podmienka o rovnakych stc¢toch je nahradena podmienkou o rovnakych
stcinoch.

Magickymi §tvorcami sa Tudia zaoberali tisicrocia v r6znych c¢astiach sveta
a boli fascinovani ich vlastnostami, videli v nich nieco magické, nieco, co
moze ovplyvnovat osudy fudi. Ocarili nielen matematikov ale aj filozofov (C.
Agrippa), spisovatelov (J. W. Goethe), maliarov (A. Diirer), politikov (B. Frank-
lin). Peknd knihu o histérii magickych stvorcov a alchymii napisal docent
chémie Karlovej Univerzity Vliadimir Karpenko.

Najstar§ia zmienka o magickom §tvorci pochadza z Ciny. Magicky §tvo-
rec tretieho rddu najdeme aj na starovekej tibetskej pecati. Takmer pred
500 rokmi vznikol v Cine magicky §tvorec radu 6 (obrazok 3). V zdpadnom
svete sa magicky Stvorec prvy raz spomina v roku 130 n. 1. v praci Theona
zo Smyrny. Arabski astrolégovia ho v 9. storo¢i pouzivali pri zostavovani
horoskopov. Znamym a popularnym sa stal magicky stvorec az okolo roku
1300 n. 1. vdaka pracam gréckeho matematika M. Moschopula.V stredoveku,



plnom magie sa mu pripisovali r6zne tajomné vlastnosti, a takisto ho po-
uzivali pri vytvarani horoskopov. Aj s ndzvom magicky §tvorec sa po prvy
raz stretdvame az v tomto obdobi. V minulosti boli magické §tvorce pred-
metom hlavolamov, dnes vS§ak nachadzaju praktické uplatnenie v roznych
oblastiach matematiky (napr. priradovacie problémy operac¢nej analyzy, bi-
stochastické matice), ale aj vo fyzike (napr. v termodynamike).

3. Ulohy o magickych §tvorcoch

Uloha 3.
Na obrazku 4 je tzv. diabolsky magicky Stvorec, ktory vznikol v Indii v 11.
storoc¢i. Aké Gtvary vytvaraja Stvorice ¢isel, ktoré po s¢itani davaju sucet 34.

7112 1 | 14
2 13| 8 |11
16 | 3 |10 | 5
9 6 | 15| 4

Obr. 4
Uloha 4.
a) Do §tvorca 4 x 4 zndzorneného na obrazku 5 vpiste ¢isla tak, aby vytvorili
magicky Stvorec.

10
16 2|13

Obr. 5

b) Zostrojte ¢o najviac r6znych magickych stvorcov radu 4.
c) Aké je magické ¢islo Stvorca radu 4?

Uz dost dlho sa vie, Ze pocet roznych magickych stvorcov radu 4 je 7040.
Pomocou pocitaca bolo zistené ze pocet magickych §tvorcov radu 5 je az
2202441792. Doposial ostava v matematike otvorena otadzka kolko je roz-
nych magickych §tvorcov radu n pre n > 6. Existuju odhady, Ze magickych
Stvorcov radu 6 je 1, 87 . 10! a magickych §tvorcov radu 7 je 4 , 65 . 10°°,
Aj ked nepozname ich pocet, vieme, Ze toto ¢islo musi byt delitelné 6smimi
(vzhladom na pocet symetrii $tvorca).

Uloha 5.

a) Aké je magické ¢islo §tvorca raddu 5, resp. 6?

b) MobzZu mat dva magické stvorce rovnakého radu roézne magické ¢isla?
c¢) Odvodte vztah pre urcenie magického ¢isla stvorca radu n.



Rieenie: c) Staci si uvedomit, ze ¢isla v magickom Stvorci tvoria aritmeticka
postupnost? s diferenciou 1. Sti¢et vSetkych ¢isel v magickom $tvorci je teda
2

n .
> (n*+1). KedZe v kazdom riadku, resp. stipci je sacet éisel rovnaky a riad-

p n o . A
kov resp. stlpcov je n dostaneme vysledok B (n2 + 1), ¢o je magické cislo

Stvorca radu n.

Uloha 6.

Do tabulky s rozmermi 3 x 3 napiste vzostupne ¢isla od 1 do 9 tak, ze
zacénete od Tavého horného rohu a postupne budete zlava doprava vypinat
ostatné riadky. Scitajte ¢isla na diagonale. To isté urobte pre tabulky s roz-
mermi 4 X 4, 5 x 5. ZovSeobecnite svoje pozorovanie pre tabulku n x n,
sformulujte hypotézu a dokazte ju.

Riesenie: Hypotéza znie: Ak do tabulky s rozmermi n X n napiSeme vzostupne
¢isla od 1 do n? tak, Ze zaéneme od Iavého horného rohu a postupne budeme
zlava doprava vypinat ostatné riadky, tak stcet ¢isel na diagonalach tabulky
bude magické ¢islo magického §tvorca radu n.

Dokaz: Dokazeme, Ze ak ¢isla od 1 po n? zapiSeme do tabulky tak, ako na
© o owe .o , n
obrazku 5 tak, sucet ¢isel na TubovoInej diagonale bude B (n2 +1).

1 2 3 n
n+1 n+2 n+3 n+n
2n+1 2n+2 2n+3 2n+n
m-2m+1 | (n—-2m+2 | (n—2n+3 | ... m-2n+tn
m—1m+1 | m—1m+2 | (n—1n+3| ... | (n—1Dn+n=n?
Obr. 6

Poli¢ko v i-tom riadku a v j-tom stipci tabulky ozna¢me symbolom m(i , j).
Podla zadania ulohy do policka tabulky m(i , j) priradime ¢islo (i — 1)n +j.
Uvazujme sucet ¢isel m(i , j) amn —i+1 , n —j+ 1), ktoré s v polickach
simernych podla stredu tabulky. Plati m(i , j)*+mn —i+1 , n—j+1) =
(i—1n+j+(n—i+1—1)n+n—j+1=n?+1. Ak n je parne, tak diagonale g dvojic

v, . oy NS, . 4. n
Cisel s rovnakym stuctom a preto sticet Cisel na diagonale je 3 (n2 + 1). Ak n

. . . . =1 I .
je neparne, tak na diagonale je dvojic éisel so si¢tom n? + 1 a v strede

n+1

tabulky je ¢islo . Stidet &isel na diagonéle je opét g (n®+1).

2Ulohu mézZeme so Ziakmi riesit aj ked nepoznaji pojem aritmeticka postupnost. VyuZijeme
ju na to, aby sme ziakom odvodili vzorec pre stcet 1+2 +3+ ... +n.



Uloha 6.1.

Do polic¢ok tabulky 4 x 4 umiestnite vzostupne od Iavého horného rohu
do riadkov ¢isla od 1 do 16.
a) Zostrojte magicky Stvorec radu 4 tak, Ze cisla leziace na diagonalach
ponechéate na svojom mieste a zmenite len rozmiestnenie ostatnych cisel.
b) Skuste vzijomnou vymenou ¢isiel leziacich na tej istej diagonéale zostrojit
magicky Stvorec radu 4, pritom zvysné ¢isla ponechajte na svojom mieste.
Ktoré ¢isla musite navzajom vymienat, aby ste dostali magicky Stvorec?

Uloha 7.

a) Ku kazdému ¢islu magického S§tvorca pripocitajte to isté, Tubovolne zvo-
lené c¢islo. Aké vlastnosti ma vzniknuty stvorec? Je takyto Stvorec magickym
Stvorcom?

b) Kazdé c¢islo magického S§tvorca vynasobte Tubovolne zvolenym c¢islom.
Opat skimajte vlastnosti vzniknutého stvorca.

Uloha 8.

Co sa stane ak vymenime dva riadky alebo dva stipce v magickom $tvorci.
Ako je to v pripade, ked st riadky a stipce ,rovnako vzdialené“ od stredu
magického stvorca? (Vymiename i-ty a (n+1—i)-ty riadok resp. j-ty a (n+1 —j)-
ty stipec.)

Uloha 9.
Vytvorte magicky Stvorec radu 5.

4. Magické kocky

Analdgiou magického §tvorca v priestore si magické kocky. Pravdepo-
dobne prva zmienku o magickej kocke najdeme v liste z aprila 1640 P. Fer-
mata Mersenneovi. Viac informacii o magickych kockadch mézeme néjst v [1]
a[5].

Definicia. Magicka kocka radu n je 3-rozmerna tabulka, ktora obsahuje vsetky

prirodzené ¢isla1, 2 ,..., n® tak, Ze sucet ¢isel v kazdom riadku, stipci, trame

a na Styroch hlavnych diagonéalach je rovny konstante, ktort nazyvame ma-

gické cislo.

Poznamka: Ak si prvok tabulky, ktory je v itom riadku, v jtom stipci a

v k-tom trame oznacime ako m(i, j, k), tak:

¢ riadok - obsahuje n-ticu ¢isel
m(,j,1),mi,j,2),....m@i,j,n),kdel<i,j<n

¢ stipec - obsahuje n-ticu ¢isel
m@i,1,k),mi,2,k),....m(i,n,kR),kdel1<i,k<n



e tram - obsahuje n-ticu ¢isel
ma,j,k),m2,j,kR),....mn,j,k),kdel1<j,k<n

Uvedomte si, Ze pre dany riadok ostava prvy a druhy index nezmeneny

a meni sa len treti index, pre dany stipec ostdva nezmeneny prvy a treti

index a meni sa druhy index a pre dany tram je druhy a treti index nemenny

a meni sa len prvy index (pozri obrazok 7).

mi3 1.1 mid 1.2 mi%1.3i

miz 13 miz].2 mii 2

/ ——p riadky

mil. i mill.2i miT L3

midd

3,22 mi323

mi22 11 mi222 miZ231 stipce

/ / / /x”émf

mil.21 N2 mil.23

miz3 1 mi332 mi3.330

mi231; miZ3.2 mi233}

i3 milaz mil.233
Obr. 7
Uloha 10.
Existuje magicka kocka radu 2?
Uloha 11.
AKké je magické ¢islo magickej kocky radu n?
Vijsledok: g (n®+1)

Uloha 12.

Do kocky na obrazku 8 dopliite chybajice ¢isla, tak aby vznikla magicka
kocka radu 3.

7 7 S
el |~ /

3 e

) Ll 147 /

/ s s

T 17 7
A Y 7

Obr. 8

Uloha 13.

Preformulujte Glohy 5, 6 a 7 pre magické kocky. Mozeme zavery z tychto
uloh zovseobecnit aj pre magické kocky?
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5. Algoritmy

Ludia sa starocia snazili objavit algoritmy na kons$trukciu magickych
§tvorcov a kociek. Uz tisic rokov je znamy indicky algoritmus na vytvara-
nie magickych §tvorcov neparneho radu. Pomerne jednoduché st navody
na vytvaranie magickych stvorcov radu n = 0 (mod 4), t.j. ak n je deliteIné
¢islom 4. Niektoré algoritmy st pochopiteIné aj mladsim Ziakom zakladnej
$koly. Omnoho neskor boli objavené algoritmy na vytvaranie magickych
stvorcov radu n = 2 (mod 4). Tieto algoritmy st pomerne zlozité.

Tu uvedieme vzorce pre konstrukciu magickych stvorcov a kociek radu
n, ktoré su $pecialnym pripadom vzorcov z ¢lanku [5].

la) Magicky stvorec radu n = 1 (mod 2)
+3
m(i , j) = Ki—j+n ) (modn)} n+ <i+j— "T> (mod n) + 1, kde 1 <
i,j<n

1b) Magicka kocka radun = 1 (mod 2)
m(i,j,k)=[(i—j+k—1) (modn)|n*+[(i—j—k) (modn)|n +({i+j+k—
2)(modn)+1,kde1<i,j,k<n.

2a) Magicky stvorec radu n = 0 (mod 4)

2(i—1 2(G—1

Akéisloiﬂ @ )J +j+{ -1
n n

V opac¢nom pripade m(i,j)=(n —jm+n—i+1,kde 1 <i,j<n.

J je neparne?, tak m(i, j)=i+(j — 1)n.

2b) Magicka kocka radu n = 0 (mod 4)
2(1—1 2G—1 2(k—1
Ak ¢islo i+ { (ln )J tj+ {%J +k+ {%J je neparne, tak

m@,j,k)=FkR—1M>+(G—1)n+i.
V opa¢nom pripade m(i , j , k) = m—kn>+n —jin+n —i+ 1, kde
1<i,j,k<n

3a) Magicky $tvorec radu n = 2 (mod 4)
2
mii ) = s, V) +m ),
kde i* =min{i, n—i+1}, j* =min{j, n—j+1}, m*(i*, j*) je prvok magic-

n
kého §tvorca radu — zostrojeného v bode 1.a), u = (i* — j*) (mod 5) +1,

2i—1 2j—1
v =2 { ln J + { Jn J +1, s(u, v) je prislusny prvok nasledujtcej

3symbol |x| oznauje dolnu celu &ast z éisla x
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tabulky:
| | s(u, 1) [ s(u,2)]su,3)]su,4) |

s(1,v) 3 1 2 0
s(2,v) 1 3 0 2
s(3,v) 0 1 3 2
s2a+2,v) 0 1 2 3
s(2a+3,v) 3 2 1 0

-6

S=|s(u,v)|, a=1,2,...,nT

3b) Magicka kocka radu n = 2 (mod 4)
3
M k)= s, V) mt G R,
kde m*(i* , j* , k*) (x* = min{x,n+1 — x}) je prvok magickej kocky radu

2i—1
g zostrojenej v bode 1b), u = (i* — j* + k") (mod g) +1,v=4 { ln J +

2j—1 2k -1 ‘
2 { Jn J + { ” J +1as(u, v)je prislusny prvok obdlznikovej tabulky:

| [s(u, 1) [s(u,2)]su,3)[su,4)]su,5)]su,6)]su,7)][su,8s)]

s(1,v) 7 3 6 2 5 1 4 0
s(2,v) 3 7 2 6 1 5 0 4
s(3,v) 0 1 3 2 5 4 6 7
s2a+2,v) 0 1 2 3 4 5 6 7
s2a+3,v) 7 6 5 4 3 2 1 0

S=|s(u,v)], a=1,2,..., n—6

4

Uloha 14.

S pouzitim uvedenych vzorcov napiste program pre pocitac, ktory vytvori
magicky Stvorec, resp. magickd kocku IubovoIného radu.

Aby uvedené vzorce nep6sobili veImi abstraktne, priblizime si prostred-
nictvom nasledujicej tlohy, ako vznikli vzorce na konstrukciu magickych
stvorcov a kociek radu n = 0 (mod 4)

Uloha 15.

a) Na zaklade obrazka 9 skuste zistit ako funguje algoritmus na vytvaranie
magickych §tvorcov radu n = 0 (mod 4)

b) Pomocou tohto algoritmu vytvorte magicky stvorec radu 12.

Navod:

1. Stvorec radu n = 0 (mod 4) si rozdelime na $tyri zhodné ¢asti ako je to
znazornené na obrazku 9a).
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2. Casti 1. a IV. zafarbime ako $achovnicu. II. a III. ¢ast zafarbime tak, aby
zafarbenie bolo simerné podla dvoch osi simernosti §tvorca.

3. Do jednotlivych polic¢ok vpiseme ¢isla 1,2, 3,...,n>.

4. Vsetky c¢isla, ktoré boli napisané do tmavsich policok, nahradime cisla-

mi, ktoré su v polickach simernych podla stredu §tvorca.

|

=Y =

= I - - K

o] w[wlal~]

= = AR -

. [

3‘-93 =l
S

EEEEEEER

1

=
-
17}
R

Obr. 9
Uloha 16.
Na obrazku 10 je nakresleny magicky stvorec radu 8. V ¢om sa 1isi jeho
konstrukcia od konstrukcie uvedenej na obrazku 9?

1 |63 |62| 4 5 159|58]| 8
56 | 10 | 11 | 53 | 52 | 14 | 15 | 49
48 | 18 | 19| 45| 44 | 22 | 23 | 41
25139 |38 (28|29 |35 34| 32
33 |131|30| 36| 37|27 |26 |40
24 | 42 | 43 | 21 | 20 | 46 | 47 | 17
16 | 50 | 51 | 13|12 | 54 | 55| 9
57| 7 6 |60 |61 3 2 | 64

Obr. 10

Analogicky algoritmus, ako sme pouzivali pri konstrukcii magickych stvor-
cov radu n = 0 (mod 4), mbéZeme pouzit aj pri konstrukcii magickej kocky
radun = 0 (mod 4).

1. Kocku si rozdelime na osem zhodnych kociek radu g (pozri obrazok
11).
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2. Poli¢ka v kocke I. a VIII. zafarbime striedavo sivou a bielou farbou.
Policka v kocke II. az VII. zafarbime tak, aby zafarbenie celej kocky
bolo simerné podla troch rovin simernosti kocky, ktorych spoloénym

bodom je stred kocky.

3. Do jednotlivych poli¢ok kocky vpiseme ¢isla1,2,3,...,n°.
4. Vsetky ¢isla, ktoré boli napisané do sivych poli¢ok nahradime ¢islami,

ktoré s v polickach stredovo simernych podlIa stredu kocky.

III
IV
II
I
VIT VIII
VI
v

Obr. 11

Uloha 17.
Dokazte, zZe uvedeny algoritmus pre konstrukciu magickych kociek radu
n = 0 (mod 4) je spravny.

RieSenie: Mame dokazat, Ze na zdklade uvedeného algoritmu dostaneme ma-
gicku kocku. To znamena4, Ze obsahuje vSetky prirodzené ¢isla z mnoziny
{1,2,3,...,n%}, a Ze sicet ¢isel v kazdom riadku, stipci, traime a na vset-
kych styroch diagonalach je g(n3 +1).

Oznac¢me si policka v kocke tak ako na obrazku 7. Z bodu 3 nasho algo-
ritmu vyplyva, Ze nasa kocka bude obsahovat vSetky prirodzené ¢isla od 1
po n’. Z bodu 3 a z rieSeni tiloh 5 a 12 vyplyva, ze sucet ¢isel na vSetkych
Styroch diagonéalach kocky bude rovny g(n3 +1).

Potrebujeme esSte dokazat, ze stucet ¢isel v kazdom riadku, stipci a trime
je tiez g(n3 +1).

Podla bodu 3 vpiseme postupne do jednotlivych poli¢ok prirodzené ¢isla
1,2,3,...,n% Dopolickam(i ,j,k) 1<i,j,k <nvlozime &slo
(i — 1)n® + (j — 1)n + k. Potom ¢isla, ktoré boli napisané do sivych policok
nahradime ¢islami, ktoré st v polickach simernych podla stredu kocky.
Teda ¢islo v policku m(i , j , k) nahradime ¢islom v policku m(i* , j* , k*), kde
x* =n—2x+1.Vpolicku m(i , j, k) bude teraz ¢islo (n —i)n®> +(n —j)n+n —k +1.
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Uvazujme sucet ¢isel v tramoch kocky. S¢itajme po dvojiciach ¢isla m(i ,
Jj,k)am(@*,j,R), ktoré st v polickach simernych podla roviny simernosti
rovnobeznej s prednou stenou kocky. Z konstrukcie vyplyva, Ze obidve ¢isla
buda bud v tvare (i — 1)n?+(j — 1)n+k, resp. (i* — 1)n®+(j — 1)n+k alebo v tvare
m—in2+n—jmn+n—k +1, resp. (n —i*)n®+(n —jn+n—k +1. Dvojic prvého
aj druhého typu bude g Navyse zo simernosti podla spominanej roviny
vyplyva, zZe suceti+i* =n+1.

Dalej plati:

[G—1m2+(G — Dn+R]+[G* — 12+ — In+k]=n’(n— 1)+2n( — 1)+ 2k
[(n—im2+(n—jm+n—k +1]+[(n—i*M2+n—jin+n—k +1]=n’(n—1)+2n(n—
H+2n—Fk +1).

Stcet ¢isel v tramoch kocky je teda:

g[nZ(n —1)+2n( — 1)+ 2k]+ g[nZ(n —D+2nm—j)+2n—k +1)] = g(n3 +1).

Analogicky by sme ukazali, Ze rovnaky je aj stcet ¢isel v stipcoch a riad-
koch kocky.

6. Zaver

Téma magické stvorce a magické kocky je velmi bohata. Navyse, o ma-
gickych kockach bolo napisanych pomerne malo prac. V ramci nej sa méze
ucitel spolu so svojimi Ziakmi venovat r6znym aktivitdm, formulovat otazky
a hladat na ne odpovede. Okrem skiimania vlastnosti magickych §tvorcov
a kociek je moZné zaoberat sa magickymi obdiZnikmi, magickymi hviez-
dami, magickymi oktahedroidmi. (Vid [2], [4], [6].) Aj ked Tudi zaujimaja
magické Gtvary uz mnoho rokov, stale existuje vela otazok, na ktoré nepo-
zname odpoved.

Tato praca vznikla s podporou slovenskej grantovej agentury VEGA.
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